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EINE ZUR PARALLELOGRAMMGLEICHUNG A¨QUIVALENTE
UNGLEICHUNG
ATTILA GILA´NYI
Meinem sehr verehrten Lehrer und Doktorvater,
Herrn Professor Dr. Peter Volkmann,
anla¨ßlich seines sechzigsten Geburtstages gewidmet
Zusammenfassung. In der vorliegenden Arbeit wird bewiesen, daß fu¨r eine
auf einer durch 2 teilbaren abelschen Gruppe G definierte, in einen Skalarpro-
duktraum E abbildende Funktion f aus der Funktionalungleichung
‖2f(x) + 2f(y)− f(xy−1)‖ ≤ ‖f(xy)‖ (x, y ∈ G)
folgt, daß f die sogenannte Parallelogrammgleichung
f(xy) + f(xy−1)− 2f(x)− 2f(y) = 0 (x, y ∈ G)
erfu¨llt.
Abstract. In this paper it is proved that, for a function f : G → E map-
ping from an abelian group divisible by 2 into an inner product space E, the
inequality
‖2f(x) + 2f(y)− f(xy−1)‖ ≤ ‖f(xy)‖ (x, y ∈ G)
implies
f(xy) + f(xy−1)− 2f(x)− 2f(y) = 0 (x, y ∈ G).
P. Volkmann hat in seinem Vortrag [11] auf der dreiundzwanzigsten Interna-
tionalen Tagung u¨ber Funktionalgleichungen (Gargnano, Italien, 1985) gezeigt, daß
fu¨r eine reelle Funktion f aus der Ungleichung
|f(x) + f(y)| ≤ |f(x + y)| (x, y ∈ R)
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folgt, daß f die Cauchysche Funktionalgleichung
f(x + y) = f(x) + f(y) (x, y ∈ R)
erfu¨llt. Dieses Ergebnis wurde von S. Kurepa [4] folgendermaßen verallgemeinert.
Ist G eine Gruppe, E ein Skalarproduktraum und f : G → E eine Funktion, die
die Modifikation
‖f(xyz)‖ = ‖f(xzy)‖ (x, y, z ∈ G)
der sogenannten Kannappan-Bedingung (vgl. [3])
f(xyz) = f(xzy) (x, y, z ∈ G) (1)
und die Ungleichung
‖f(x) + f(y)‖ ≤ ‖f(xy)‖ (x, y ∈ G) (2)
erfu¨llt, dann gilt
f(xy) = f(x) + f(y) (x, y ∈ G).
Gy. Maksa und P. Volkmann [7] haben diesen Satz ohne die Annahme (1) bewiesen
(vgl. auch [6]). Motiviert durch diese Ergebnisse untersuchen wir zu (2) a¨hnliche
,,Norm-Ungleichungen“, die sich aus der Parallelogrammgleichung (vgl. u.a. [1], [2],
[5], [10]) bilden lassen.
In ihrer Arbeit [8] hat F. Skof das folgende Resultat gezeigt. Falls X ein reeller
linearer Raum ist und fu¨r eine Funktion f : X → R eine der Gleichungen
|f(x + y)| = |2f(x) + 2f(y)− f(x− y)| (x, y ∈ X) (3)
|f(x− y)| = |2f(x) + 2f(y)− f(x + y)| (x, y ∈ X) (4)
|f(x + y) + f(x− y)− 2f(x)| = |2f(y)| (x, y ∈ X) (5)
|f(x + y) + f(x− y)− 2f(y)| = |2f(x)| (x, y ∈ X) (6)
|f(x + y) + f(x− y)| = |2f(x) + 2f(y)| (x, y ∈ X) (7)
gilt, so erfu¨llt f die Parallelogrammgleichung
f(x + y) + f(x− y)− 2f(x)− 2f(y) = 0 (x, y ∈ X). (8)
In [9] hat F. Skof bewiesen, daß fu¨r eine Funktion f , die in einen Skalarproduktraum
E abbildet, die Gleichungen (3), (4) und (8) zueinander a¨quivalent sind (wo | . | die
Norm in E bezeichnet).
In der vorliegenden Arbeit beweisen wir unter Verwendung a¨hnlicher Methoden
wie in [8] und [9], daß fu¨r eine auf einer durch 2 teilbaren abelschen Gruppe G
definierte und in einen Skalarproduktraum E abbildende Funktion f aus
‖2f(x) + 2f(y)− f(xy−1)‖ ≤ ‖f(xy)‖ (x, y ∈ G)
folgt, daß f die Parallelogrammgleichung
f(xy) + f(xy−1)− 2f(x)− 2f(y) = 0 (x, y ∈ G)
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erfu¨llt. (Wir deuten auch darauf hin, daß in unserem Beweis die Kommutativita¨t
von G durch die Kannappan-Bedingung (1) ersetzt werden kann. Das ist der Grund
dafu¨r, daß wir in G die multiplikative Schreibweise benutzen; vgl. Bemerkung
1.) Durch Angabe von Gegenbeispielen zeigen wir, daß fu¨r die anderen Norm-
Ungleichungen, die sich aus der Parallelogrammgleichung bilden lassen, keine solche
Behauptung gilt.
Satz 1. Es sei G eine durch 2 teilbare abelsche Gruppe, E ein Skalarproduktraum.
Gilt fu¨r eine Funktion f : G→ E
‖2f(x) + 2f(y)− f(xy−1)‖ ≤ ‖f(xy)‖ (x, y ∈ G), (9)
dann erfu¨llt sie die Funktionalgleichung
f(xy) + f(xy−1)− 2f(x)− 2f(y) = 0 (x, y ∈ G). (10)
Beweis. Wir fu¨hren den Beweis fu¨r einen reellen Skalarproduktraum E durch. Die
Behauptung fu¨r einen komplexen Skalarproduktraum E folgt daraus.
Ersetzt man x und y in (9) durch das Einheitselement e von G, so bekommt
man
3‖f(e)‖ ≤ ‖f(e)‖,
also
‖f(e)‖ ≤ 0,
das heißt
f(e) = 0. (11)
Die Substitution y := x−1 in (9) liefert
‖2f(x) + 2f(x−1)− f(xx)‖ ≤ 0 (x ∈ G),
woraus
2f(x) + 2f(x−1) = f(xx) (x ∈ G) (12)
folgt. Mit x−1 statt x ergibt sich daraus
2f(x−1) + 2f(x) = f(x−1x−1) (x ∈ G).
Subtrahiert man diese Gleichung von (12), dann erha¨lt man
f(xx) = f(x−1x−1) (x ∈ G),
also, wegen der Teilbarkeit der Gruppe G durch 2,
f(x) = f(x−1) (x ∈ G). (13)
Aus (12) und (13) folgt
f(xx) = 4f(x) (x ∈ G). (14)
Durch Quadrieren der beiden Seiten von (9) ergibt sich
‖2f(x) + 2f(y)− f(xy−1)‖2 ≤ ‖f(xy)‖2 (x, y ∈ G),
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das heißt
‖2f(x) + 2f(y)‖2 + ‖f(xy−1)‖2 − 2〈2f(x) + 2f(y), f(xy−1)〉
≤ ‖f(xy)‖2 (x, y ∈ G), (15)
wobei 〈 ., . 〉 das Skalarprodukt in E bezeichnet. Ersetzt man in dieser Ungleichung
y durch y−1, so bekommt man
‖2f(x)+2f(y−1)‖2+‖f(xy)‖2−2〈2f(x)+2f(y−1), f(xy)〉 ≤ ‖f(xy−1)‖2 (x, y ∈ G).
Nach Anwendung von (13) und nach Addition der letzten beiden Ungleichungen
ergibt sich
2‖2f(x) + 2f(y)‖2 − 2〈2f(x) + 2f(y), f(xy) + f(xy−1)〉 ≤ 0 (x, y ∈ G),
oder umgeformt
〈−2f(x)− 2f(y),−2f(x)− 2f(y)〉
+〈−2f(x)− 2f(y), f(xy) + f(xy−1)〉 ≤ 0 (x, y ∈ G),
das heißt
〈−2f(x)− 2f(y), f(xy) + f(xy−1)− 2f(x)− 2f(y)〉 ≤ 0 (x, y ∈ G).
(16)
Schreibt man anderseits y−1x−1 statt x und yx−1 statt y in (15), so bekommt man
‖2f(y−1x−1) + 2f(yx−1)‖2 + ‖f(y−1y−1)‖2
−2〈2f(y−1x−1) + 2f(yx−1), f(y−1y−1)〉 ≤ ‖f(y−1x−1yx−1)‖2 (x, y ∈ G),
also, wegen (13) und (14),
‖2f(xy) + 2f(xy−1)‖2 + ‖f(y−1y−1)‖2 − 2〈2f(xy) + 2f(xy−1), 4f(y)〉
≤ ‖f(y−1x−1yx−1)‖2 (x, y ∈ G). (17)
Mit y−1x−1 statt x und xy−1 statt y in (15) bekommen wir
‖2f(y−1x−1) + 2f(xy−1)‖2 + ‖f(y−1x−1yx−1)‖2
−2〈2f(y−1x−1) + 2f(xy−1), f(y−1x−1yx−1)〉
≤ ‖f(y−1y−1)‖2 (x, y ∈ G). (18)
Die Kommutativita¨t von G, (13) und (14) liefern
‖2f(xy) + 2f(xy−1)‖2 + ‖f(y−1x−1yx−1)‖2 − 2〈2f(xy) + 2f(xy−1), 4f(x)〉
≤ ‖f(y−1y−1)‖2 (x, y ∈ G). (19)
Die Addition von (17) und (19) gibt
8‖f(xy) + f(xy−1)‖2 − 8〈f(xy) + f(xy−1), 2f(x) + 2f(y)〉 ≤ 0 (x, y ∈ G),
somit
〈f(xy) + f(xy−1), f(xy) + f(xy−1)〉
+〈f(xy) + f(xy−1),−2f(x)− 2f(y)〉 ≤ 0 (x, y ∈ G),
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das ist
〈f(xy) + f(xy−1), f(xy) + f(xy−1)− 2f(x)− 2f(y)〉 ≤ 0 (x, y ∈ G).
Die Addition dieser Ungleichung zu (16) liefert
〈f(xy)+f(xy−1)−2f(x)−2f(y), f(xy)+f(xy−1)−2f(x)−2f(y)〉 ≤ 0 (x, y ∈ G),
das heißt
‖f(xy) + f(xy−1)− 2f(x)− 2f(y)‖2 ≤ 0 (x, y ∈ G),
demzufolge gilt (10). 
Bemerkung 1. Die Kommutativita¨t der Gruppe G wurde in dem obigen Beweis
nur bei der Umformung der Ungleichung (18) benutzt. Es ist leicht zu sehen,
daß es reicht, hier statt der Kommutativita¨t die Kannappan-Bedingung (1) fu¨r f
anzunehmen. Dies fu¨hrt zur offenen Frage, ob die Behauptung unseres Satzes ohne
irgendeine Kommutativita¨ts-Bedingung gilt.
Bemerkung 2. Aus der Parallelogrammgleichung lassen sich dreizehn weitere, zu
(9) a¨hnliche Ungleichungen bilden. Im folgenden zeigen wir, daß (bereits fu¨r reelle
Funktionen) keine dieser Ungleichungen zur Parallelogrammgleichung a¨quivalent
ist.
1. Betrachten wir zuerst die Ungleichung
|2f(x) + 2f(y)− f(x + y)| ≤ |f(x− y)| (x, y ∈ R). (20)
Es ist leicht nachzuweisen, daß mit einer reellen Konstante c 6= 0 die Funktionen
f : R→ R,
f(x) =
{
cx2 fu¨r x ≥ 0
−cx2 fu¨r x < 0,
die Ungleichung (20) erfu¨llen, die Parallelogrammgleichung aber nicht lo¨sen. In der
Tat, der zweite Teil der Behauptung ist trivial, der erste kann so gezeigt werden,
daß man alle mo¨glichen Fa¨lle der Vorzeichen von x, y, x+y und x−y (insgesamt 8)
untersucht. Zum Beispiel, falls x > 0, y < 0, und x + y > 0 (somit auch |x| ≥ |y|)
gilt, hat (20) die Form
|2x2 − 2y2 − (x + y)2| ≤ |(x− y)2| (x, y ∈ R),
das heißt
|x2 + 2x|y| − 3y2| ≤ |x2 + 2x|y|+ y2| (x, y ∈ R).
Wegen x2 +2x|y|−3y2 ≥ x2 +2y2−3y2 ≥ 0 kann das Betrag-Zeichen in den obigen
Ungleichungen weggelassen werden, daher gelten diese Ungleichungen und (20) fu¨r
die betrachteten x und y.
2. Unter Verwendung des binomischen Satzes bekommt man, daß mit einer beliebi-
gen ganzen Zahl k > 1 und reellen Zahl c 6= 0 die Funktionen f(x) = cx2k (x ∈ R)
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die Ungleichungen
|2f(x)| ≤ |f(x + y) + f(x− y)− 2f(y)| (x, y ∈ R)
|2f(y)| ≤ |f(x + y) + f(x− y)− 2f(x)| (x, y ∈ R)
|2f(x) + 2f(y)| ≤ |f(x + y) + f(x− y)| (x, y ∈ R)
erfu¨llen. Fu¨r alle reellen Paare (x, y) mit xy 6= 0 alle der obigen Ungleichungen mit
,,<“ gelten.
3. Alle der u¨brigen 9 Funktionalungleichungen werden durch alle konstanten Funk-
tionen erfu¨llt, die von 0 verschiedenen konstanten Funktionen lo¨sen aber die Para-
lellogrammgleichung nicht.
Bemerkung 3. Wir deuten schließlich darauf hin, daß unser Satz fu¨r Halbgruppen
auch dann nicht verallgemeinert werden kann, falls wir statt der Paralellogramm-
gleichung die auf Gruppen dazu a¨quivalente, sogenannte monomiale Funktional-
gleichung zweiten Grades betrachten. Die Funktion f : [0,∞) → R, f(x) = cxk
erfu¨llt na¨mlich fu¨r eine belibige ganze Zahl k > 2 und eine reelle Zahl c 6= 0 die
Ungleichung
|2f(x + y)− f(x) + 2f(y)| ≤ |f(x + 2y)| (x, y ∈ [0,∞)),
sie ist aber keine Lo¨sung von
|2f(x + y)− f(x) + 2f(y)| = |f(x + 2y)| (x, y ∈ [0,∞)).
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